Capitolul I

Introducere in I-calcul (lambda-calcul)

|-calcul (sau lambda-calcul) este o teorie a functiilor, care initial a fost
dezvoltatd de logicianul Alonzo Church ca bazd fundamentald pentru matematicd. Aceastd
teorie a fost elaboratd in anii 1930, cu mult Tnainte de a fi inventate computerele digitale.
Putin mai devreme (in anii 1920), Moses Schonfinkel a dezvoltata o altd teorie a functiilor
bazatd pe ceea ce numim in zilele noastre teoria “‘combinatoricad”.

In anii 30, Haskell Currz a redescoperit si extins teoria lui Schénfinkel si a
demonstrat (ardtat) cd era echivalentd cu |-calcul. Referitor la acest lucrum Kleene a aritat ci
|-calcul a fost un sistem universal de calcul; a fost primul sistem de genul acesta ce a fost
riguros analizat.

In anii 50, John McCarthz a fost inspirat de l-calcul, inventand limbajul de
programare LISP.

La inceputul anilor 60, Peter Landin a aritat (demonstrat) cum pot fi descrise
(declarate, specificate) sensurile limbajelor de programare imperativda, prin traducerea
(transpunerea) lor in |-calcul. De asemenea, el a inventat un puternic limbaj prototip de
programare numit ISWIM [24].

Acesta a introdus principalele notatii ale programadrii functionale si a influentat
design-ul pentru ambele limbaje functional si imperativ.

Dezvoltand pe aceasta teorie, Christopher Strachey a pus bazele pentru
sectiunea importantd a sensurilor semanticii. Intrebiri tehnice privind munca (teoriile) lui
Strachey, au inspirat pe matematicianul si logicianul Dana Scott sd inventeze teoria
domeniilor, care acum este una dintre cele mai importante par{i din stiinta teoreticd a
computerelor.

In timpul anilor 70, Peter Henderson si Jim Morris au luat in consideratie
lucrarea lui Landin si au scris un numdr important de lucrdri, argumentand cd, programarea
functionald a constituit un avantaj important pentru programatorii de software. Aproape in
aceeasi perioadd, David Turner a propus ca teoria “combinatoricd” a lui Schonfinkel si Curry
ar putea fi folositd la fel ca si cod al calculatorului pentru a efectua limbaje de programare
functionala.

Asemenea calculatoare puteau exploata proprietdtile matematice ale calcului
lambda pentru evaluarea paraleld a programelor.

In timpul anilor 80, mai multe grupuri de cercetare au preluat ideile lui
Henderson si Turner si au inceput sd lucreze pentru a pune in practicd programarea
functionald prin conceperea unor arhitecturi speciale pentru a le sustine, unele dintre ele
avand multe procesoare.

Noi, in acest fel, vedem cd o ramurd obscurd a logicii matematice std la baza
dezvoltdrii teoriei limbajului de programare, dupa cum urmeaza:



(1)

(i)
(iii)
(iv)

Studiul Intrebérilor fundamentale ale calcului
Design-ul limbajelor de programare
Semantica limbajelor de programare
Arhitectura computerelor

1.1. Sintaxa si semantica lambda-calcului

Lambda-calcul este o notatie pentru a defini functii. Expresiile notatiei sunt

numite lexpresii si fiecare asemenea expresie defineste o functie. Se va vedea ulterior cum

pot fi folosite functiile pentru a reprezenta o largd varietate de date si structuri de date,

inclusiv numere, perechi, liste etc. De exemplu, va fi demonstrat cum o pereche arbitrard de

numere (x,y), poate fi reprezentatd ca lambda-expresie. Ca o conventie notationald, numele

mnemonice sunt evidentiate Tn bold (ingrosat) sau subliniat, in expresii lambda particulare, de

exemplu: 1 este lambda-expresie (definitd in subcapitolul 2.3), care este folosita pentru

rprezentarea numdrului unu (1).

Sunt numai 3 feluri de l-expresii:

®

(i)

(111)

variabilele: x, y, z etc. Functiile ce sunt definite de
variabile sunt determinate de legitura cu mediul. Legitura
este facutd abstract (vezi 3 mai jos). Noi folosim V1, V2,
V3 pentru variabile arbitrare.

aplicatii de functii sau combinatii: dacd El si E2 sunt |-
expresii, atunci si (E1,E2) este tot o l-expresie; indici
rezultatul aplicdrii functiei indicate de E1, functiei indicate
de E2. El este numitd rator (de la operator) si E2 este
numitd rand (de la operand). De exemplu, dacd (m, n)
indicd o functie (De mentionat cd, sum este o lambda-
expresie, in timp ce + este un simbol matematic in
metalimbajul ce il folosim pentru a vorbi despre lambda-
calcul) reprezentand o pereche de numere m si n (vezi
subcap. 2.2) si sum (suma) indicd o functie [-calcul
aditionald, atunci aplicatia (sum(m, n)), indicd (inseamna)
de fapt, suma m+n.

notiuni abstracte (abstratii): daci V este o variabild si E
este o l-expresie, atunci i V este |V. E este o abstratie,
legatd de variabila E (bound variable E) si corpul E (body
E). Asemenea notiuni abstractizate indicd functii ce iau ca
argument pe a si returneazd ca rezultat functia indicata de E,
intr-o Tmprejurare 1n care legdtura variabilei V, indica pe a.
Mai specific, notatia abstractd V. E indicd o functie ce are
ca argument E’ si o transformd intr-un lucru indicat de E



[E’/V] (rezultatul substituirii cu E’ pentru V in E, vezi
subcap. 1.8). De exemplu, Ix.sum(x,1) indicd o functie de
adunare cu o unitate.
Folosind BNF, sintaxa expresiei lambda este doar:
<l-expression> ::= <variable>
| (<l-expression > <l|-expression >)
| (I<variable > . <l-expression >)
Dacd V depdseste sintaxa class <variable> si E, El, E2, ... etc. ..... sintaxa
class <l-expression >, atunci BNF o simplifici astfel:
E:=VI(E1E2)IIVE
unde: V — variabile, (E1E2) — aplicatii si IV.E — abstractizarea (notatii
abstracte).
Descrierea a ceea ce inseamnd |-expresie, ce tocmai a fost exemplificati mai
sus, este vagd si intuitivd. Au fost necesari 40 de ani pentru logicieni (Dana Scott, in fapt 32),
pentru a o face riguros si intr-un mod folositor. Nu vom intra in detalii despre asta.
Exemplu: (Ix. x) implici ‘functia de identitate’: ((Ix. x) E) = E.
Exemplu: (Ix.(If. (f x))) implica functia care atunci cand se aplici lui E di (If.
(f x))[E/x], i.e. (If. (f E)). Aceasta este functia care cénd se aplici lui E’ da (f E)[E’ / f], cu alte
cuvinte (E” E). In acest fel,

((Ix. (If. (f x))) E) = (If. (f E))
si

((Ix.(If. (fx))) = (E’ E)

Exercitiul 1

Descrieti functia implicatd de (Ix. (1z. z)).

Exemplu: Subcapitolul 2.3 descrie cum pot fi numerele reprezentate de
lambda-expresii. Presupunem ca acest lucru a fost facut si ca 0, 1, 2 ... sint lambda-expresii ce
repretintd respectiv pe 0, 1, 2 ... . Presupunem cd de asemenea add este o lambda-expresie ce
implicd o functie ce Indeplineste (satisface):

((add m) n) = m+n

Atunci (Ix. ((add 1) x)) este o lambda-expresie ce implicd sau defineste functia
ce transformd pe n in I+n, si (Ix. (ly. ((add x) y))) este o lambda-expresie implicind
(definind) functia ce transformi pe m in functia care aplicati lui n di m+n, numiti (ly. ((add
m)y)).

Relationarea dintre functiile sum (ii) de la inceputul acestui subcapitol (pagina

2) si functia add din exemplu anterior este explicata in subcapitolul 2.5.

1.2. Conventii notationale



Urmitoarele conventii ajutd la eliminarea numdrului de paranteze ce trebuiesc
scrise.

1. Aplicarea functiei asociate la stanga, El1, E2 ... En inseamnd ((... (El
E2)...)En). De exemplu:

El E2 inseamnda (E1 E2)

E1 E2 E3 inseamna ((E1 E2) E3)

E1 E2 E3 E4 1inseamnd ((E1 E2) E3) E4)

2.IV.E1 E2 ... En inseamni (IV. (E1 E2 ... En)). In acest fel scopul lui ’V’ se
extinde la dreapta pe cat de mult este posibil.

3.1V1..Vn. E inseamnd (IV1. (... .(IVn. E) ...)). De exemplu:

Ix y. E inseamni (Ix. (ly. E))

Ix y z. E tnseamna (Ix. (ly. (I z. E)))

Ix y z w. E inseamni (Ix. (ly. (I z. (I w. E))))

Exemplu: Ix y. add y x inseamni (Ix. (ly. ((add y) x))).

1.3. Variabile libere si variabile legate

O aparitie a unei variabile V intr-o lambda-expresie spunem cd e liberd, daca
nu e implicatd in scopul unei ‘IV’, altfel o numim legatd.

De exemplu:
(Ix. vy x) (x. x y)
libera libera
legata legata

1.4. Regulile conversiei

In capitolul 2 este explicat cum pot fi lambda-expresiile folosite pentru a nota
(reprezenta) obiecte date ca numere, siruri etc. De exemplu, o expresie matematica ca (2+3) x
5 poate fi reprezentatd ca lambda-expresie si “rezultatul” acesteia 25, de asemenea poate fi
notat (reprezentat) ca lambda-expresie.

Procedura “simplificdrii” lui (2+3) x 5 = 25 va fi notatd printr-o procedura
numitd conversie (sau reducere). Regulile lui |-conversie descrise mai jos, sunt foarte
generale, totodatd atunci cind sunt aplicate pentru lambda-expresii ce reprezintd expresii
matematice, simlueaza evaluarea matematica.

Sunt 3 tipuri de |-conversie numite: a-conversie, b-conversie si h-conversie
(originea denumirii acestor notatii nu este clard). In stabilirea regulilor conversiei, notatia
E[E’/V] este folositd pentru a explica rezultatul substituirii lui E’ pentru fiecare aparitie liberd
a lut V in E. Substitutia este validd dacd s1 numai dacd nici o variabild liberd din E’ devine
legatd in E[E’/V]. Substituirea este descrisd in mai multe detalii in subcapitolul 1.8.



Regulile I-conversiei

* a-conversie.

Oricare abstractie a formei |V. E poate fi convertiti la IV’. E[V’/V]
demonstreaza cd substitutia lui V’ pentru V 1n E este valida.

* b-conversie.

Oricare aplicatie a formei (IV. El) E2 poate fi convertitdi in E1[E2/V],,
demonstreazd cd substitutia lui E2 pentru V in E1 este valida.

* h-conversie.

Oricare abstractie a formei V. (E V) in care V nu are aparitii libere in E oiate
fi redusd la E.

Urmadtoarele notatii vor fi folosite:

*El > E2 inseamnd EIl a-converge la E2
a

*El > E2 inseamni EI b-converge la E2
b

*El > E2 inseamnd EI h-converge la E2
h

In subcapitolul 1.4.4. de mai jos aceastii notatie este extinsi.

Cea mai imposrtantd conversie este b-conversie; este cea care poate fi folosita
pentru a simula evolutia mecanismelor arbitrare. a-conversie este folositd sd facd o
manipulare tehnicd a variabilelor legate si h-conversia exprimd faptul cd doud functii care
intotdeauna au aceleasi solutii, avand aceleasi argumente, sunt egale (vezi subsapitolul 1.7.).
In urmaitarele subcapitole, sunt date mai multe explicatii si exemplea celor 3 tipuri de
conversie (obs.: conversie’ si ‘reducere’ sunt folosite mai jos ca sinonime).

1.4.1. a-conversie

O lambda-expresie (in mod obligatoriu o abstractie), cireia o a-reducere poate
fi aplicatd, este numitd o a-redex. Termenul de ’redex’ este o prescurtare de la ’expresie
redusd’. Regula a-conversiei spune cd variabilele legate pot fi redenumite, demonstrand ca
aparitia unui conflict de numire nu se Intampla. (??77?)

Exemple

Ix. x 2ly.y
a

Ix. fx 2 ly. fy
a

Nu este cazul in care



Ix.ly.addxy 2ly.ly.addyy
a
pentru ci substitutia (ly. add x y) [y/x] nu este validd, de vreme ce z ce

inlocuieste x devine variabila legata.

1.4.2. b-conversie

O lambda-expresie (in mod obligatoriu o abstractie) céreia i se poate aplica o
b-reducere, este numitd o b-redex. Regula b-conversiei este cd o evaluarea a unei functii de
apelare intr-un limbaj de programare: corpul E1 al functiei IV. E1 este evaluati intr-un mediu
in care ’fostul parametru’ V este legat de ‘actualul parametru’ E2.

Exemple

(Ix.fx) E>fE
b

(Ix.(ly.add x y)) 3 >ly.add 3 y
b
(ly.add3y)4 > add 34
b
Nu este cazul in care

(Ix. (ly. add x y)) (square y) = ly. add (square y) y
b

pentru cd substituirea (ly. add x y) [(square y)/x] nu este validi, de vreme ce z
este liber in (square y), dar devine legat dupa substituirea lui x in (ly. add x y).

Este necesar ceva practicd pentru a parsa lambda-expresii dupd regulile din
subcapitolul 1.3, in asa fel incat si identifici b-redex-uri. De exemplu, considerim aplicatia

(Ix.ly.add xy)3 4.
Punerea in paranteze conform conventiilor se extinde la forma:
(((Ix. (ly. ((add x) y))) 3) 4)
ce a avut forma
(Ix.E)3) 4
unde
E=(ly.add x y)
(Ix. E) 3 este o b-redex si poate fi redusi la E[3/x].

1.4.3 h-conversie

O lambda-expresie (in mod necesar o abstractizare) cireia o h-reducere poate
fi aplicatd, este numitd h-redex. Regula h-conversiei exprimé proprietatea cd doud functii
sunt egale, dacd dau acelasi rezultate, cand sunt luate in considerare aceleasi argumente.
Aceastad proprietate este numitd ’extindere’ si este detaliatd mai tarziu in subcapitolul 1.7. De
exemplu, h-conversia garanteaza (asigurd) ci Ix. (sin x) si sin inseamna de fapt aceeasi
functie. La general, V. (E V) indicé functia care cind este aplicatd unui argument E’,
returneazi (E V)[E’/V]. Daci V nu apare liber in E, atunci (E V)[E’/V] = (E E’) Astfel ci, V.



E V si E amandoua dau acelasi rezultat, in spetd EE’, cand este aplicatd argumentelor care sint
la fel, si, de aici rezultd aceeasi functie.
Exemple:

Ix. add x = add
h

Ix. add x y = add x
h

Nu este cazul ca

Ix. add x x = add x
h

pentru cd x este liber in add x.

1.4.4 Conversii generalizate

Definitiile Iui a-conversie, b-conversie si h-conversie pot fi generalizate dupa
cum urmeaza:

* E1 > E2 dacd E2 poate fi obtinuta din E1 prin a-conversie a irucdrui
subterm. a

 E1 = E2 dacd E2 poate fi obtinutd din E1 prin b-conversie a irucdrui
subterm. b

* El > E2 dacd E2 poate fi obtinutd din El prin h-conversie a irucirui
subterm. h

Exemple:

((Ix.ly.add xy)3)4 > (ly.add 3 y) 4
b

(ly.add3y)4 > add 34
b
Prima este o D-conversie in sensul general pentru ci (ly. add 3 y) 4 este
obtinut din ((Ix. ly. add x y) 3) 4 (care ea Insisi nu este o b-redex), reducind subexpresia (Ix.
ly. add x y) 3). Cateodatd vom scrie o secventi de conversii ca cele doud de mai sus, astfel:

((x.ly.add xy)3)4 > (ly.add3y)4 > add 3 4
b b
Exercitiul 2
Care dintre cele 3 b-reductii de mai jos sunt conversii generalizate (reducerea
unei subexpresii) si care sunt conversii in sensul celui definit de la pagina 4?
@ (x.x)1>1

b
i dy.y)((x.x) D) > (y.y)L > 1
b b
(i) (ly. y) ((Ix.x) 1) > (Ix.x)1 > 1
b b



In reducerile (i) si (iii) din exercitiul de mai sus, una dintre ele incepe cu
aceeasi lambda-expresie, dar reducre redex-urile in ordine diferita.

O proprietate importantd a lui b-reducere este aceea cd nu conteazd in ce
ordine se fac acestea, una Intotdeauna se termind cu aceleati rezultate. Dacd existd mai multe
redex-uri disjuncte intr-o expresie, una le poate reduce in paralel. De mentionat, totodata, ca
existd cateva secvente de reducere, posibile sd nu se termine niciodatd. Acest lucru este
explicat mai tarziu in legdturd cu normalizarea teoremei de la capitolul 2.9. Este una dintre
problemele curente si importante de cercetare pentru a “cincea generatie de programare”, in a
concepe un procesor ce cerceteazda evolutia paraleld pentru a mdri viteza in executie a
programelor functionale.

1.5. Egalitatea l-expresiilor

Cele 3 reguli de conversie, pdstreazd intelesul lambda-expresiilor, daca E2
poate fi convertitd la E2, atunci E1 si E2 indicad (inseamnd) cd este aceeasi functie. Aceastd
proprietate a conversiei ar trebui intuitiv sd fie clard. Este posibil sd se dea o definitie
matematicd a functiei indicate de oa lambda-expresie si pe urmd sd dovedim cd aceastd
functie nu este schimbatd de a, b sau h-conversie. Si facem asta, este surprinzitor de dificil
[33] si nu este scopul acestei carti.

Pur si simplu, vom defini doud lambda-expresii ca fiind egale, dacd ele pot fi
transformate, una 1n cealaltd printr-o secventd de inainte si inapoi lambda-conversii. Este
important, sd fim clar intelesi, in legdturd cu diferenta dintre egalitate si identitate. Doud
lambda-expresii sunt identice, dacd sunt formate din exact aceleasi secvente de caractere; sunt
egale, dacid una poate fi conversitd in cealaltd. De exemplu, Ix. x este egald cu ly. y, dar nu
este identicd cu ea. Se foloseste urmdtoarea notatie:

* E1IA E2 inseamnd cd E1 si E2 sunt identice.

* E1 = E2 Inseamnad cd E1 si E2 sunt egale.

Egalitatea (=) este definitd in termeni de identitate () si conversie (=2, = si
—>), dupa cum urmeaza.

Egalitatea l-expresiilor

Dacd E si E’ sunt lambda-expresii, atunci, E = E’, dacd E A E’ sau existd
expresii E1, E2, E3, ... En, ca acestea:

1. EAE1

2. EEANEn

3. Pentru fiecare i, de asemenea

a) Ei > Ei+l sau Ei = Ei+1 sau Ei 2 Ei+1 sau

b) Ei+1 - Ei sau Ei+1 - Ei sau Ei+1 - Ei.

Exemple
(x.x)1=1
(Ix.x)((y.y)1)=1
(Ix.ly.addxy)34 =add 3 4



Din definitia egalititii (=) rezultd:

(1) Pentru oricare E existd E = E (egalitatea este reflexivd).

(i1) Dacd E = E’, atunci E’ = E (egalitatea este simetrica).

(iii)) DacaE=FE’si E+=E”, atunci E = E’’ (egalitatea este tranzitivd).

Dacd o relatie este reflexivd, simetricd si tranzitivd, atunci ea este numitd
relatie de echivalentd. In acest fel, = (egalitatea) este o relatie de echivalenti.

O altd proprietate importantd a egalitdtii (=), este cd dacd E1 = E2 si E1° 51 E2’
sunt doud lambda-expresii care diferd in sensul cad una contine pe E1 si cealaltd pe E2, atunci
E1’ = E2’. Aceastd proprietate este numitd Legea lui Leibnitz. Este valabild pentru cd aceeasi
secventd a reducerilor pentru a afla din E1 pe E2, poate fi folositd pentru a afla din E1° pe
E2’. De exemplu, E1 = E2, atunci aplicind Legea lui Leibnitz, IV. E1 = [V. E2.

Este esential pentru substitutiile din @ si b-reductii, sd fie valide. Validarea
cerutd, respinge, de exemplu, ca Ix. (ly. x) si fie a-redusi la ly. (ly. y) (de vreme ce z devine
legatd dupd substituirea lui x in ly. x). Daci aceastd substituire nevalidi a fost permisd, atunci
ar fi trebuit urmatd de definitia = ca:

Ix. ly.x =ly. ly.y

Dar de vreme ce,

(x (y.x)12 > (y.D2>1

b b
sl

(y.(y.yn12 > (ly.y)2>2
b b

vom fi constransi sd concluziondm cd 1 = 2. In mod general, prin inlocuirile lui
1 s1 2, prin oricare alte expresii, se poate ardta cd oricare alte doud expresii sunt egale.

Exercitiul 3.

Gisiti un exemplu care aratd ci daci substituirea in b-reducere sunt permise sd
fie non-valide, atunci rezultd cd oricare alte doud lambda-expresii sunt egale.

Exemplu

Dacd V1, V2, ... Vn sunt toate distincte si nici una dintre ele nu apare libera in
oricare ar fi E1, E2, ... En, atunci:

(IV1V2..Vn.E)E1 E2 ... En
=((IVL.(IV2 ... Vn. E)) E1) E2 ... En
2 ((IV2 ... Vn.E) [E1/VI]) E2 ... En
=(V2...Vn.E[El/VI])E2 ... En
=E [E1/V1] [E2/V2] ... [En/Vn]
Exercitiul 4



In ultimul exemplu, unde a fost ficuti presupunerea precum ci V1, V2 ... Vn
sunt toate distincte si ca nici una dintre ele nu apare liberd, 1n oricare dintre E1, E2 ... En?

Exercitiul 5
Gasiti un exemplu care sd arate cd daca V1 = V2, atunci, chiar dacd V2 nu este

liberd 1n E1, nu este neapdrat cazul pentru
(IV1IV2.E) E1 E2 =E [E1/V1] [E2/V2]

Exercitiul 6
Gadsiti un exemplu care sd arate cd dacd V1 = V2, dar V2 apare liberd in El,

atunci nu este neapdrat cazul ca
(IV1V2.E) E1 E2 =E [E1/V1] [E2/V2]

1.6 Relatia >

In capitolul anterior E1 = E2 a fost definit pentru a insemna ci E2 pentru a fi
obtinut din El, printr-o secventa de conversii inainte sau inapoi. Un cau special este cind E2
este obtinut din E1, folosind numai conversia inainte. Aceasta se scrie E1 2 E2.

Definitia lui 2>
Daca E si E’ sunt lambda-expresii, atunci E = E’, daci E A E’ sau existd
expresiile E1, E2, ... En astfel ca:

1. EAEl
2. EEAEn
3. Pentru fiecare i avem ori Ei = Ei+1 sau Ei & Ei+1 sau Ei 2+ Ei+1

a b h
Sa observam ca definitia lui = este exact ca definitia =, cu exceptia ci partea a
doua de la punctul 3 lipseste.

Exercitiul 7
Gasiti E, E’ astfel ca E = E’, dar nu este cazul caE 2 E’.

Exercitiul 8 (foarte greu!)

Aritati cd dacd E1 = E2, atunci existd E astfek ca E1 = E si E2 & E. (Aceasta
proprietate este numitd Teorema lui Church-Rosser. Cateva consecinte ale teoremei sunt
discutate in subcapitolul 2.9).

1.7 Extinderea
Presupunem ca V nu apare liber in E1 sau E2 si
ElV=E2V

Atunci conform Legii lui Leibnitz
IV.E1V=IV.E2V

10



astfel, prin h-reducere aplicati la ambele pirti, vom avea

El1=E2

Este adesea comod sd demonstrdm, cd doud lambda-expresii sunt egale
folosind aceastd proprietate, cu alte cuvinte sa demonstrdm cd E1 = E2, demonstrand ca E1 V
= E2 V pentru cativa V care nu apar liberi In E1 sau E2. Ne vom referi la asemenea
demonstratii ca fiind prin extindere.

Exercitiul 9
Aritati ca
(Ifgx. fx(gx)) (Ixy.x)(Ixy.x)=Ix.x

1.8. Substitutia

La inceputul subcapitolului 1.4 E [E’/V] era definitd ca fiind rezultatul
substituirii lui E’ pentru fiecare aparitie liberd a lui V in E. Substituirea s-a spus cd este
validd, dacd nici o vaiabild liberd in E’, devine legatd in E [E’/V]. in definitiile lui a si b-
conversie, s-a mentionat ca substituirile implicate, trebuie sa fie valide. In acest fel, de
exemplu, era doar cazul cd

(IV.El) E2 = E1[E2/V]
b

atata timp cat substitutia E1[E2/V] era valida.

Este foarte comod s extindem intelesul lui E [E’/V], astfel cd nu trebuie s ne
facem probleme despre validitate.

Aceasta este indeplinitd de definitia de mai jos, care are proprietatea ca pentru
toate expresiile E, E1 si E2 si pentru toate variabilele V si V', avem:

(IV.E1)E2 2 E1[E2/V] si IV.E 2 IV'.E[V’/V]

Pentru a ne asigura cd aceastd proprietate este valabild, E [E’/V] este definita
recursiv pe structura lui E, dupd cum urmeaza:

E E[E’/V]

v E’

V’ (unde V = V") \'%A

El E2 EI[E’/V] E2 [E’/V]
IV.El IV.El

IV’. El (unde V =V’ si
V’ nu este libera in E”)

IV’. E1 [E’/V]

IV’. El (unde V = V’ si

o IV>’. E1 [V’/V’] [E’/V] (unde V’’ este o
V’ este liberd in E”)

variabild si nu este liberd in E’ sau E1)
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Aceastd definitie particulard a lui E [E’/V] este bazatd pe (dar nu identicd cu)
cea din anexa C din [2].

Pentru a ariita cum functioneazi aceasta considerim (ly. y x) [y/x]. Cum y este
liber y, ultimul caz din tabelul anterior se aplicd. Cum z nu apare n y X sau y, avem:

(Iy. yx) [y/x] A lz. (y x) [2/y] [y/xI N\ lz. (zx) [y/x] N lz. z y

In ultima linie din tabelul anterior, alegerea particulard a lui V'’ nu este
specificatd. Oricare variabild ce nu apare in E’ sau E1, va fi suficienta.

O discutie serioasd despre substitutie poate fi gdsitd in cartea lui Hindley si
Seldin [19], unde diferite proprietdti tehnice sunt enuntate si demonstrate. Urmatorul exercitiu
este luat din aceastd carte.

Exercitiul 10

Folositi tabelul de mai sus pentru a rezolva:
6) (ly. x (Ix. x)) [(ly. y x) / x].
() (y(zxz)[(y.zy)/x].

Este simplu, chiar dacd ia mai mult timp, pentru a demonstra din definitia lui E
[E’/V], ci tocmai rezultd din aceasta

(IV.E1) E2 > E1 [E2/V] si IV.E 2> IV’ E[V’/V]
pentru toate expresiile E, E1 si E2 si pentru toate variabilele V si V’.

In capitolul 3 se va arita cum teoria combinatorici poate fi folositd pentru a
simplifica substitutii complexe, in simple operatii. in loca de tehnica combinatorici este
posibil a se folosi aga numita nameless term (term fara nume) a lui De Bruijn [6]. Ideea lui De
Bruijn este ca variabilele pot fi gandite ca si “pointerii’ pentru lambda-expresiile care 1i leaga.
In loc de ’labeling’ (etichetarea) lambda-expresiilor cu nume (cu alte cuvinte variabile legate)
si identificarea prin aceste nume, unul poate indica | cel mai apropiat, prin alocarea unui
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numir pentru nivelurile "upwards’ (in sus) ce trebuiesc atinse. De exemplu, Ix. ly. x y ar fi
reprezentat de 112 1. Ca un exemplu mult mai complicat, considerim expresia de mai jos, in
care vom indica numdrul de nivele, separind o variabili din | ce este legatd de ea.

3

2

Ix. ly. xy (ly. x y y)

11

In notatia lui De Bruijn aceasta este 12 113 1 1.

O variabild liberd este o expresie reprezentatd de un numdr mai mare decat
adiancimea lui | de mai sus; diferitelor variabile libere alocindu-se diferite numere. De
exemplu,

Ix. (ly.yxz)xyw
vor fi reprezentate de

l1123)124

De vreme ce sunt doar doui | anterioare lui 3, acest numir trebuie si indice o
variabild liberd; in mod similar este doar o | anterioari celei de-a doua aparitii a lui 2 si a lui
4, deci acestea de asemenea trebuie sa fie variabile libere. Observam ca 2 nu poate fi folosit sa
reprezinte pe w, de vreme ce acesta a fost folosit pentru a reprezenta variabila liberd y; 1n
acest fel, alegem primul numar disponibilmai mare ca 2 (3 este deja folosit pentru a
reprezenta pe z). Trebuie avut grijd pentru a aloca numere suficient de mari variabilelor libere.
De exemplu, prima aparitie a lui z in Ix. z (ly. z) poate fi reprezentatd de 2, dar a doua aparitie
il cere pe 3, de vreme ce sunt aceleasi variabile, trebuie folosit 3.

Exemplu
Cu schema lui De Bruijn Ix. x (ly. x y y) va fi reprezentatd de [1(12 1 1).

Exercitiul 11
Ce l-expresie este reprezentati de 12(12)?

Exercitiul 12

Descrieti un algoritm pentru programa reprezentarea lui De Bruijn a expresiei
E[E’/V] din reprezentarea lui E 51 E’.

13



